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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Segunda fecha. 18 de septiembre de 2020.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios
oo
Ejercicio 1. Sabiendo que R, es el radio de convergencia de Z a,z" vy que Ry es el
n=0

oo

radio de convergencia de E b,z". i Qué se puede decir sobre el dominio de holomorfia
n=0

de

o0

an(z — 20)*" + Z 3" b, (z — 20)"7?
n=0 n=0

2
Ejercicio 2. Decir si es verdad o no que u(z,y) = —arctg (Z—() es la Unica funcion
T

armoénica del primer cuadrante que satisface lim u(z,y)=1y lim u(z,y)=0.
z—0t y—0t

Ejercicio 3. Considerar el siguiente problema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales:
U (2, 1) —uy (1) = /\u(m t) —m<z<m, t>0
u(—m, t) =u(m,t)= t=0
u(z, O) f(x) —T<LrLT

con A € Ry f una funcién impar en [—7, 7]. Obtener su solucién u(x,y) en términos
de los coeficientes del desarrollo trigonométrico de Fourier de f en [—7, 7]

Ejercicio 4. Deducir que el problema de la conduccion del calor en una varilla infinita
dado por:
Uy = Uy —oo<r<+4oo, t>0
{ u(z,0)=(E *g)(z) —oco< x<+00

donde F(z) —e y g es absolutamente integrable en (—00, 00), tiene solucién de la
forma u(z,y)=(¢: * g)(z); especificar la funcién ¢,(z) (para cada t > 0).

Ejercicio 5. Hallar ¢ definida en (0,00) tal que / dx =1 para todo t > 0

Vi—x
estableciendo las condiciones necesarias sobre ¢. ()Cumple la funcién obtenida tales
condiciones?
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EJERCICIO 1: Sabiendo que R, es el radio de convergencia de Zanz” y que Rj es el

n=0

+00
radio de convergencia de anz” , ,qué se puede decir sobre el dominio de holomorfia
n=0

de Zan(z —z,)" + Z3"nbn(z —z,)"?
n=0 n=0

+00 +0
Resolucién: Por hipotesis, la serie Y a,(z—z)"= Y a,[(z—z,)’]" converge
n=0 n=0

(absolutamente) si |(z—zo)2|<Ra, es decir, si |z—z,/<4/R, . Por otra parte, la serie

+%0 +o
23” nb (z—-z,)" = ann[3(z —z,)]" tiene el mismo radio de convergencia que la serie
n=0 n=0

an[3(z —z,)]" (ver, por ejemplo, Capitulo VI de los apuntes del curso), por lo tanto

n=0
esta serie converge (absolutamente) si 3(z—z,)|< R, , 0 sea, si |z —z,|<1R,. Entonces,

la suma de las dos series converge absolutamente en el disco

D(zy; r):{ze$:|z—zo|<r}

donde r = min{ R le}. Por lo tanto, la funcion definida por la suma de las series es

a’3
holomorfa en un dominio que contiene (o es igual) a dicho disco abierto. La pregunta
ahora es si no puede ser horlomorfa en un dominio mayor. Simplifiquemos la notacion:

g(z2)= ian (z-2z,)", h(z)= i.’)” nb, (z—z,)" y f(z)=g(z)+h(z). g es holomorfa

n=0 n=0
en el disco D(z,; r,), donde r, =\/R, y h es holomorfa en el disco D(z,; r,), donde
r,=1R, (esto es todo lo que podemos suponer: no se pueden asumir extensiones

analiticas mas alla de estos discos pues la definicion de estas funciones estan dadas por
las series de potencias, y la definiciéon de una funcidn incluye la especificacion de su

dominio). Entonces f es holomorfa en el disco D(z,; r)= {Z eC Z|Z—ZO|< r}, donde
r= min{ra,rb} y nos preguntamos si f no puede ser holomorfa en un dominio mayor.
Supongamos que r, <7, y por lo tanto D(z,; r)= D(z,;r,). Si f fuera holomorfa en
algiin punto z, € D(z,;1,)— D(z,;r,), entonces, dado que % es holomorfa en z;, f- A
seria una extension analitica de g a un entorno de z, ¢ D(z,;7,). Lo mismo ocurriria,
mutatis mutandis g por 4, en el caso r, <r,. Por ultimo, queda por considerar el caso

r, =1, . Pero en este caso, directamente es m D(z,;7) = D(z,;7,) = D(z,;r,) . Entonces:



Respuesta:

El dominio de holomorfia de la funcion Y a,(z—z,)* +> 3"nb,(z - z,)" es el disco
n=0 n=0

abierto D(z,; r) = {z eC:lz—z< r}, donde r = min{\/R_a,%Rb}.

Observacion: Recordemos que el dominio de holomorfia de una funcién es un abierto.
En nuestro caso, se trata de un disco abierto. Por otra parte, no se pretende que el
alumno desarrolle todo el argumento previo para decidir si la funcién f puede ser
holomorfa en un dominio mayor al de la respuesta.

EJERCICIO 2: Decir si es verdad o no que u(x,y)= garctg(lj es la tnica funcion
T X
armonica en el primer cuadrante que satisface  Lim, u(x,y)=1 (para todo y > 0) y

JLimg u(x,y) =0 (para todo x > 0).

Falso: La funcion v(x,y) = xy+£arctg(lj es armonica en el primer cuadrante y
V4 X

verifica las mismas condiciones en los ejes.

EJERCICIO 3: Considerar el siguiente problema de ecuaciones en derivadas parciales:
Resolver, paratodo L €R:

2
Z%(X,f)—%(x,t)zlu(x,t) —r<x<rm , t>0
u(-m,t)=u(z,t)=0 ¢>0

u(x,0)= f(x) —T<X<T

con A eR y ffuncion impar en [—7,7]. Obtener su solucion u(x, y) en términos de los

coeficientes del desarrollo trigonométrico de Fourier de f en [—7,7].

., ‘s ;. ) . . ..
Resolucion: La solucion buscada (es nica) es de clase C” en el interior de su dominio y
continua en el borde del mismo, por lo tanto vamos a asumir que la funcién f es
continua en [-z,7] y seccionalmente de clase C', de manera que admite desarrollo de



Fourier puntualmente convergente en dicho intervalo. Por ser impar, este desarrollo es

de la forma f(x)= ibnsen(nx) .

n=1

Se puede proceder directamente por separacion de variables sobre la funcion u o
bien llevarlo al problema

2
(i)%(%l)—%(x,t)zo —r<x<m , t>0

(i) v(—m,t)=v(r,t)=0 t>0
(@) v(x,0) = f(x) —T<X<T

donde v(x,?) = e*u(x,t) . En efecto:

f—/%
2 2 2
%—%Zeb%—/@bu—ei’aa—jzei’{a—u—a—u—}tu}
X X

Ademas, v(-z,t)=e"u(-z,t)=0, v(z,t)=e u(z,t)=0 y v(x,0)=u(x,0)= f(x).
Ahora, separando variables y aplicando el principio de superposicion como en todos los
ejemplos y ejercicios de la guia, obtenemos la solucion de (7):

v(x,t) = i[An cos(nx) + anen(nx)]e”’zt

n=0

donde quedan por determinar los coeficientes. La condicion (ii) se sastisface si los
coeficientes A, son nulos y por lo tanto las funciones

v(x,t) = Zanen(nx)e”’Z’
n=0
satisfacen (i) y (if). Finalmente, la condicion (iii) B, =b, . Por lo tanto, la respuesta es

u(x,t)=e “v(x,t) = Zanen(nx)e_("ZM)t

n=0




EJERCICIO 4: Deducir que la solucion del problema de conduccion del calor en una
varilla infinita dado por

2
@) u(x,0)=(E*g)(x) , —00< X<+

donde E(x)= e y g es una funcion absolutamente integrable en (—o0,+0) es de la

forma u(x,?) = (¢, * g)(x); especificar la funcion ¢, (para cada ¢ > 0)

Resolucion: Asumimos que u es lo suficientemente suave en su dominio como para
permitir las siguientes operaciones:

u(w,y)= J‘u(x,t)e*imxdx ;o u(x,t) =5 J'ﬁ(w,t)eiwxdw ’

—

A A
(%J(w,t) =-w’l(o,t), (%)(a), )= %ﬁ(a),t) ,

Aplicando la transformacion de Fourier a la ecuacion (7) respecto de x:
2 0 . A —w*t
-w u(a),t)—au(a),t): 0 < u(w,t) = A(w)e

donde A esuna funciéon a determinar por la condicién inicial:
(@,0) = A(®) = h(w)
donde 4 = E* g . Por el teorema de convolucion de la transformacion de Fourier,
h(@) = E(@)§(@)

[Ver pagina 19 del Apunte sobre la Transformacion de Fourier; aqui es necesaria la
hipotesis de que g sea acotada, lo que no se deduce de la hipotesis de que es
absolutamente integrable en (—c0,+0) ]. Por lo tanto,

i(o,t) = 8(w)E(w)e™”

Por lo tanto, si ¢, verifica



9, (@) = E(w)e™”

de la expresion  u(w,t) = g(w)@,(w) se deduce que

u(x,t) = (g *¢,)(x)

Ahora, tenemos que estudiar un poco esta misteriosa funciéon ¢, : R——> R (en realidad
es una funcion para cada ¢ > 0, o bien puede verse como una funcion
@: R x(0,40)——> N . (Existe? ;Como es? Son demasiados misterios como para irse a
dormir sin conocer las respuestas. De todos modos, no es tan complicado: de
@, (w) = E(w)e™™" deducimos que 9 =E+*®, , donde E(x)=¢* y ®(@)=¢"".

Por lo tanto (Teorema de Inversion):

s : . ) i 2
(Df(x):ij.q)t(a))elmda):%Ie_w Hm}xda)zlﬁe 4t 1 e P

e, 27 \/; ZW

[La integral (1) ha sido «calculada en clase» y puede verse con todo detalle en la pagina
21 de los Apuntes sobre Integrales Impropias. Una propiedad importantisima de las
exponenciales gaussianas es que son autovectores de la transformacion de Fourier. ]

Por lo tanto, para cada t> 0 y todo x e R :

N ,ﬁ titas / x? _ X
—(x-0)? . o dgcuen itas 1 2 7[\/; B 1 . vy

e 1+4r

1 +00
@, (x)=(E ®t)(X)—2—\/E_I: N7 T, 1+4¢

Las cuentitas consisten en completar cuadrados en el exponente del integrando y un

Jrz

sencillo cambio de variables para poder utilizar la identidad Ie'k g = -

—o©

Momento cultural: En el camino de esta cuenta hemos encontrado lo que se conoce
como heat kernel (heat = calor, kernel = nucleo) lo que no es nada casual por cierto.
La funcién @, es exactamente el nucleo para la ecuacion que hemos resuelto y no

depende de la condicion inicial.




EJERCICIO 5: Hallar la ¢ definida en (0,+o)tal que

j o) Ly

:

para todo ¢ > 0, estableciendo las condiciones necesarias sobre ¢. ;Cumple la funcion

obtenida tales condiciones?

Resolucion: La integral del primer miembro es la convolucion de ¢ con la funcion
f(@)= \/_ — H (¢) . Si bien esta funcion no es una funcion objeto, admite transformada de

Laplace (ver el ejemplo 5, pagina 4 del apunte sobre la Transformacion de Laplace).
Veamos:

F(s)= T\/itdt— le(HT\/i sLim, T ; 20d0 = 2_[ =746
Js

Para s = o real positivo:

N |||§‘§|
Sk

F(O')ZZT e do 2 2 j e
0

Dado que la extension analitica al semiplano de convergencia es unica, lo que resulta es

Jr *Lag(s) . . :
que F(s)= T donde s =e? (Log es el logaritmo principal). Ahora, aplicando
s

() dx =1

Ji—x

la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion

o t—

tenemos, para todo s tal que Re(s) >0

@(s)% =—

(donde @ es la transformada de Laplace de ¢ ). Por lo tanto, es:

O



Hemos visto que F'(s) = % es la transformada de Laplace de f(¢) = LH (t); por el

s Vi

Teorema de Lerch, resulta entonces ®(s) :L es la transformada de Laplace de
rls
1
H=—r.
(1) i

Observacion: Seria muy bienvenido algin comentario del alumno sobre la validez del
Teorema de Convolucion para la transformada de Laplace cuando una de las funciones

involucradas es la funcion f (t):%H (). No se espera una demostracion, desde
t

luego, pero por lo menos una inquietud.




